
 Jeux sous forme normale (ou 
stratégique)  



Jeux sous forme normale 

• Représentation formelle d’un problème d’interaction 
dans laquelle on fait abstraction du caractère 
séquentiel des décisions. 

• Pour beaucoup de théoriciens des jeux, la forme 
normale d’un jeu est celle qui fournit tous les détails 
pertinents pour comprendre la nature de l’interaction 
et en prévoir, le cas échéant, son issue. 

• Nous étudions dans ce chapitre la forme normale d’un 
jeu et les concepts de solution qu’on peut définir pour 
elle.  



Un jeu sous forme  normale est décrit 
par: 

• Un ensemble (fini) N de n joueurs, indicés par i  

• Pour chaque joueur i, l’ensemble Ai  des actions 
(stratégies) disponibles à i 

• Aucune hypothèse n’est fait à priori sur Ai . Il peut être 
fini (comme dans les exemples du chapitre précédent) ou 
infinis. 

• Pour chaque joueur i, une fonction de « paiement » Ui: 
A1… An    qui associe à chaque liste (a1,…,an) 
d’actions individuelles le paiement (subjectif) reçu par i  
lorsque les joueurs choisissent les actions considérées. 
 



Exemple: la course cycliste 

• N = {1,2} = {Alberto,Lance} 

• A1 = A2 = {EPO, NON} 

• U1 et U2 sont définies par: 

• U1 (EPO,EPO) = U2 (EPO,EPO) = 1 

• U1(NON,NON) = U2(NON,NON) = 2 

• U1(EPO,NON) = U2(NON,EPO) = 5 

• U1(NON,EPO) = U2 (EPO,NON) = -5 



Stratégies mixtes 

• Dans certains cas, nous admettrons que les joueurs 
puissent choisir leurs stratégies de façon aléatoire (ex: 
Roche-Papier-Ciseaux) 

• On appelle « stratégie mixte » une telle stratégie aléatoire 
qu’on modélise comme une fonction de probabilité.  

• Lorsqu’on évoquera les stratégies mixtes dans ce cours, 
nous supposerons des ensembles d’actions Ai qu’ils sont 
finis.  

• Comment définir formellement de telles stratégies mixtes ? 
• Comment définir les paiements (subjectifs) que reçoivent 

les joueurs lorsqu’ils mixtent leurs stratégies ? 



Stratégies Mioxtes 
• Une stratégie mixte   pour le joueur i = une fonction 

de probabilités sur A. 
• Interpretation: (a) = «probabilité que i choisisse l’ 

action a ». 
• (a)  [0,1] pour tout a  Ai  pour tout i.  
• a  Ai(a) = 1 (Ai est fini) 
• Remarque: une stratégie pure (action) a  Ai est une 

stratégie mixte particulière, où a à une probabilité de 1, 
les autres actions possibles ayant une probabilité 0.  

• Si: Ensemble des stratégies mixtes surAi = {a1,…,a#Ai}. 
• Si = simplex de dimension #Ai -1 =                  {(1,…, 
#Ai)  [0,1]#Ai: ii = 1} 



Simplex de dimension 1 (in 2) 

1 

1 Simplexe de 

dimension 1 



Simplex de dimension 2 (in 3) 

1 

1 

1 



Stratégies mixtes 

• Quel paiement pi(1,…,n) le joueur i receivra-t-il que le 
profil de stratégies mixtes (1,…,n)  (S1,…,Sn) est 
choisi?  

• Réponse: Le paiement espéré , sous hypothèse que 
toutes les stratégies mixtes sont choisies 
indépendamment, est: 
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Exemple: Pierre, Papier, Ciseaux 

stone paper scissor 

stone (0,0) (-1,1) (1,-1) 

paper (1,-1) (0,0) (-1,1) 

scissor (-1,1) (1,-1) (0,0) 

Player 2 

player 1 



Considérons la stratégies mixtes suivantes 

stone 

1/3 

Paper 

1/3 

scissor 

1/3 

Stone 

1/2 

(0,0) (-1,1) (1,-1) 

Paper 

1/2 

(1,-1) (0,0) (-1,1) 

Scissor 

0 

(-1,1) (1,-1) (0,0) 

Player 2 

player 1 



The joint probability of observing the various 
combinations of strategies is (assuming independence 

of the two players’ choices) 

stone 

1/3 

Paper 

1/3 

scissor 

1/3 

Stone 

1/2 

(0,0) (-1,1) (1,-1) 

Paper 

1/2 

(1,-1) (0,0) (-1,1) 

Scissor 

0 

(-1,1) (1,-1) (0,0) 

Player 2 

player 1 



Les probabilités jointes (en vert) seront alors : 

stone 

1/3 

Paper 

1/3 

scissor 

1/3 

Stone 

1/2 

(0,0)  

1/6 

(-1,1) 

1/6 

(1,-1) 

1/6 

Paper 

1/2 

(1,-1) 

1/6 

(0,0)  

1/6 

(-1,1) 

1/6 

Scissor 

0 

(-1,1)   

0 

(1,-1)   

0 

(0,0)  

0 

Player 2 

player 1 



Le paiement espéré de 1 = 1/6 0 + 1/6 (-1) +  
1/6 1 + 1/6 1 + 1/6 0 + 1/6 (-1) = 0  

stone 

1/3 

Paper 

1/3 

scissor 

1/3 

Stone 

1/2 

(0,0)  

1/6 

(-1,1) 

1/6 

(1,-1) 

1/6 

Paper 

1/2 

(1,-1) 

1/6 

(0,0)  

1/6 

(-1,1) 

1/6 

Scissor 

0 

(-1,1)   

0 

(1,-1)   

0 

(0,0)  

0 

Player 2 

player 1 



Jeux résolvables par la dominance 

• Notation: (ai,a-i) : la combinaison de stratégies (pures) où i 
choisit l’action ai  Ai et les autres joueurs choisissent la 
combinaison d’actions a-i  A1 … Ai-1 Ai+1…An = A-i 

• Définition 1: La stratégie ai du joueur i domine strictement la 
stratégie a’i de ce joueur si, quelque soit a-i  A1 … Ai-1 
Ai+1…An on a: Ui(ai,a-i) > Ui(a’i,a-i) 

• Définition 2: La stratégie ai du joueur i domine faiblement la 
stratégie a’i de ce joueur si, quelque soit a-i  A1 … Ai-1 
Ai+1…An on a: Ui(ai,a-i)  Ui(a’i,a-i) et s’il existe une 
configuration d’actions des autres joueurs a’-i  A1 … Ai-1 
Ai+1…An pour laquelle on a: Ui(ai,a’-i) > Ui(a’i,a’-i) 



Exemples 
• Dans la course cycliste, la stratégie “NON” est, pour 

chaque joueur, strictement dominée par la stratégie 
“EPO” 

• Dans la bataille de la mer de Bismark, la stratégie 
“SUD” est, pour Imamura, faiblement dominée par la 
stratégie “NORD” 

• La notion de domination peut également être définie 
pour les stratégies mixtes (en remplaçant les ai par les 
 et la fonction de paiement Ui par pi 

• Voici un exemple d’un jeu où aucune relation de 
domination n’existe entre stratégies pures mais où une 
stratégie mixte domine une stratégie pure 



Exemples 

c d e 

a (4,10) (3,0) (1,3) 

b (0,0) (2,10) (10,3) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Aucune dominance entre a et b pour le joueur 1 



Exemples 

c d e 

a (4,10) (3,0) (1,3) 

b (0,0) (2,10) (10,3) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Aucune dominance entre c et d, d et e ou c et e pour 2 



Exemples 

c d e 

a (4,10) (3,0) (1,3) 

b (0,0) (2,10) (10,3) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Mais une mixture de c et d domine e pour 2 



Principe de rationalité 

• Rationalité faible: Un joueur n’adoptera jamais une 
stratégie strictement dominée par une autre.  

• Rationalité forte: Un joueur n’adoptera jamais une 
stratégie faiblement dominée par une autre. 

• Il est des situations, relativement rares, où l’un ou 
l’autre de ces principes permet, à lui seul, de prédire 
l’issue du jeu 

• Ces situations sont celles où chaque joueur  possède 
une stratégie qui domine (faiblement ou strictement) 
toutes les autres.  



Equilibre en stratégies dominantes 

• Définition: Une combinaison de stratégies pures (a1,…,an)  A1 
…An (mixtes (1,…,n)  S1 … Sn ) est un équilibre en 
stratégies strictement (resp. faiblement) dominantes si pour tout 
joueur i, ai domine strictement (resp. faiblement) a’i pour toute 
a’i  Ai .  

• Course cycliste: (EPO,EPO) est un équilibre en stratégies 
strictement dominantes 

• Lorsqu’il existe, un équilibre en stratégies faiblement ou 
strictement dominantes est une prédiction très plausible de 
l’issue du jeu. 

• Cette prédiction est en effet obtenue du seul principe de 
rationalité 



Principe de rationalité et connaissance 
commune de la rationalité 

• Admettons qu’en plus d’être rationnel, chaque joueur croit que: 
• 1) tous les joueurs sont rationnels,  
• 2) chacun des autres joueurs croit que les joueurs sont 

rationnels 
• 3) chacun des autres joueurs croit que chacun des autres joueurs 

croit que tous les joueurs sont rationnels 
• 4) chacun des autres joueurs croit que chacun des autres joueurs 

croit que chacun des autres joueurs croit que tous les joueurs 
sont rationnels 

• …. 
• ad infinitum 
• Qu’arrive t-il si on admet cette hypothèse ?  



Elimination itérative de stratégies 
(strictement ou faiblement) dominées 

• Intuitivement, imaginons que chaque joueur qui a une stratégie strictement 
dominée l’élimine (par rationalité, et connaissance commune) 

• On se retrouve avec un nouveau jeu où ces stratégies dominées ont disparu.  
• Il est possible que, dans ce nouveau jeu, de nouvelles relations de 

dominations apparaissent. 
• On peut alors de la même manière éliminer les éventuelles stratégies qui 

sont dominées dans ce nouveau jeu et se retrouver dans un nouveau jeu où  
de nouvelles relations de dominations entre stratégies seront présentes. 

• Si les ensembles de stratégies sont finis, le processus itératif d’élimination des 
stratégies dominées s’arrêtera éventuellement.  

• S’il s’arrête en ne laissant pour chaque joueur qu’une seule stratégie 
disponible, on dira alors que le jeu est résolvable par élimination itérative de 
stratégies strictement dominées. 

• Voir exemple suivatn 



Exemple 

c d e 

a (3,1) (0,-2) (1,0) 

b (0,-2) (3,1) (1,0) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Jouer c et d chacun avec probabilité ½… 



Exemple 

c d e 

a (3,1) (0,-2) (1,0) 

b (0,-2) (3,1) (1,0) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Donne au joueur 2 un paiement moyen de -1/2  

quoique fasse 1 



Exemple 

c d e 

a (3,1) (0,-2) (1,0) 

b (0,-2) (3,1) (1,0) 

Joueur 2 

Joueur 1 

ce qui est dominé par le paiement de 0 obtenu avec e 



Exemple 

c d e 

a (3,1) (0,-2) (1,0) 

b (0,-2) (3,1) (1,0) 

Joueur 2 

Joueur 1 

les stratégies mixtes sur l’ensemble des stratégies 

pures qui résistent à une procédure… 



Exemple 

c d e 

a (3,1) (0,-2) (1,0) 

b (0,-2) (3,1) (1,0) 

Joueur 2 

Joueur 1 

d’élimination itérative de stratégies dominées… 



Exemple 

c d e 

a (3,1) (0,-2) (1,0) 

b (0,-2) (3,1) (1,0) 

Joueur 2 

Joueur 1 

…ne sont pas nécessairement des stratégies mixtes… 



Exemple 

c d e 

a (3,1) (0,-2) (1,0) 

b (0,-2) (3,1) (1,0) 

Joueur 2 

Joueur 1 

…qui survivent à une procédure d’élimination 

de stratégies mixtes dominées 



Jeux résolvables par dominance 
 
•  Définition:  Un jeu est résolvable par stricte dominance si #Ai(t’) 

= 1 ou si #Si(t’’) = 1 pour tout i 
• De manière analogue, on peut définir un jeu comme étant 

résolvable par dominance faible.  
• A quelques détails techniques près, on peut montrer (voir 

Bernheim (1984) ou Pearce (1984) que l’ensemble Si(t’’) coincide 
avec l’ensemble des combinaisons de stratégies que pourraient 
choisir les joueurs sous l’hypothèse de rationalité et de 
connaissance commune de la rationalité 

• Un jeu résolvable par dominance est donc un jeu dont on peut 
prévoir exactement l’issue sous la seule hypothèse de rationalité 
et de connaissance commune de celle-ci. 
 

t
t min'



Connaissance commune de rationalité 
peut être héroique: 

G D 

H 0,0,3 0,1,1 

B 1,1,1 0,0,2 

G D 

H 2,0,0 0,1,0 

B 2,2,0 2,2,0 

G D 

H 3,1,1 2,0,0 

B 1,1,0 1,2,1 

A B C 

Une seule combinaison de stratégies survit 

À une procédure d’élimination itérative de  

Stratégies dominées: (B,G,A) 



Exemple 1 d’Application de la 
dominance: la tragédie des communs 
 
• Anna et Bob sont des voisins qui partagent l’entretien d’une cage 

d’escalier.  
• Chacun peut consacrer jusqu’à 10 heures par mois à l’entretien 

de cette cage d’escalier. 
• La qualité d’entretien de la cage d’escalier, notée Q, est fonction 

du temps total T passé par les deux voisins à l’entretien. 
• Spécifiquement, Q = T1/2   
• Les préférences de chaque individu pour son temps passé à 

entretenir la cage d’escalier, noté t, et la propreté sont 
représentées par la fonction d’utilité (t,Q) = (10-t)Q 

• Quel temps mensuel passera chaque individu à l’entretien de la 
cage d’escalier ? 

t
t min'



Exemple 1 d’Application de la 
dominance: la tragédie des communs 
 
• Représentons ce problème d’interaction comme un jeu sous 

forme normale 
• Bob est le joueur 1 et Anna, le joueur 2 (N = {1,2} ) 
• A1 = A2 = [0,10] (le temps est supposé infiniment divisible, et la 

stratégie pure d’un joueur consiste en le choix d’une quantité de 
temps mensuel passé à l’entretien de cette cage d’escalier. 

• Ui(t1,t2) = (10-ti)(t1+t2)1/2 pour i = 1,2 
• Représentons les préférences des deux joueurs dans l’ensemble 

[0,10]  [0,10] des combinaisons de temps disponible 
logiquement concevables 

• Courbe d’indifférence typique de i : 
•   
 

t
t min'

i

i

j t
t

u
t 
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Pour un niveau d’utilité u 

 arbitraire 



Graphiquement: 

10 

10 

t2 

t1 

courbes d’indifférence 

de l’individu 1 

Courbes  

d’indifférence  

de l’individu 2 

Point où la pente de la courbe 

 d’indifférence est nulle 



Graphiquement: 

10 

10 

t2 

t1 

ces points où les pentes des courbes 

d’indifférences sont nulles 

sont intéressants 



Graphiquement: 

10 

10 

t2 

t1 

Ils indiquent en effet la meilleure réponse  

 d’un joueur à tout choix donné de l’autre 



Graphiquement: 

10 

10 

t2 

t1 

Supposons par exemple que le joueur  

 2 choisisse un temps de 4 

4 



Graphiquement: 

10 

10 

t2 

t1 

La meilleure réponse   

du joueur 1 à 4 sera r1(4) 

4 

r1(4) 



Exemple 1 d’Application de la 
dominance: la tragédie des communs 
 

• Formellement, la meilleure réponse du joueur i 
à tout choix de temps passé au nettoyage de la 
cage d’escalier du joueur j (pour i =1,2, j =1,2 et 
i j  est la solution du programme suivant: 

•   

 
2/1

]10,0[
))(10(max jii

t
ttt

i




A partir de la condition  

de 1er ordre, on obtient: 
]3/23/10,0max[)( jji ttr 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 

Meilleure réponse  

inverse de 1 

Meilleure  

réponse de 2 

10/3 

10/3 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 

Cette 

combinaison 

d’action est 

l’unique 

combinaison 

survivante à  

une procédure 

(infinie mais 

convergente) 

d’élimination 

itérative de 

stratégies 

dominées 

10/3 

10/3 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

Considérons les stratégies de 2 

comprises entre 10/3 et 5 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

Elles sont dominées  

par n’importe 

quelle stratégie  

située sur la  

fonction 

de meilleure  

réponse de 2 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

On peut donc les éliminer 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

Considérons ensuite  

la situation  

du joueur 1 

sachant qu’on a  

éliminé 

les stratégies  

de l’intervalle 

]10/3,5] du joueur 2 

r1(10/3)  



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

Les stratégies  

du joueur 1 

dans l’intervalle 

[0, r1(10/3)]  
sont dominées  

par r1(10/3)  
si le joueur 

2 joue dans [0,10/3] 

r1(10/3)  



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

En effet les courbes  

d’indifférence de 1 

ont une pente 

négative dans  

le rectangle 

[0, r1(10/3)]  [0,10/3] 

r1(10/3)  



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

Augmenter  

son  temps de  

nettoyage 

augmente donc  

l’utilité de 1 

dans le rectangle 

[0, r1(10/3)] [0,10/3] 

r1(10/3)  



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

Mais si on  

élimine  

les stratégies 

de 1  

situées dans  

l’intervalle 

[0, r1(10/3)]…  

r1(10/3)  



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

Mais si on  

élimine  

les stratégies 

de 1  

situées dans  

l’intervalle 

[0, r1(10/3)]…  

r1(10/3)  

r2(r1(10/3))  



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

les  

stratégies  

de 2  

situées dans  

l’intervalle 

[r2(r1(10/3)),10/3] 

sont dominées 

pour 2 par  

r2(r1(10/3))  

r1(10/3)  

r2(r1(10/3))  



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

On peut 

poursuivre  

de la sorte 

la procédure  

itérative 

d’élimination 
d’intervalles 

de stratégies 

Dominées 

pour chaque 

joueur 

 

r1(10/3)  

r2(r1(10/3))  



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

On peut 

montrer  

que les 

intervalles  

ainsi 

éliminés 
se rapprocheront 

de l’intervalle 

dégénéré 

au fur et à mesure 

qu’on se rapprochera 

de ce point 

r1(10/3)  

r2(r1(10/3))  



Exemple 1 d’Application de la 
dominance: la tragédie des communs 
 

• Les niveaux d’effort t*
1 et t*

2 de chaque voisin 
qui résistent à cette procédure (infinie) 
d’élimination (d’intervalles) de stratégies 
dominées sont faciles à déterminer: 

•  Ce sont ceux qui satisfont les égalités: 

 

3/23/10 *

2

*

1 tt  et 3/23/10 *

1

*

2 tt 

 t*1 = t*2 = 2 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

2 

2 

remarquons 

que cette combinaison 

d’efforts n’est  

pas efficace au 

sens de Pareto 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

2 

2 

Les deux voisins 

sont unanimes 

à considérer que 

 des efforts réalisés 

dans la zone 

hachurée seraient 

préférables 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

2 

2 

Comme dans 

l’exemple cycliste 

il y a conflit 

 entre intérêt 

individuel 

et intérêt collectif 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

2 

2 

Le problème 

illustré 

dans cet exemple 

 est important 

en économie 

publique et porte 

le nom de tragédie 

des communs 



Graphiquement: 

10 

5 

5 

10 

t2 

t1 
10/3 

10/3 

2 

2 

La propriété collective 

d’une ressource  

ne permet 

pas une utilisation  

efficace de celle-ci 

 



Exemple 2 d’Application de la 
dominance: les enchères 

 

• Un objet doit être mis aux enchères entre n individus. 
•  l’individu i accorde une valeur vi à l’objet. 
• Le propriétaire de l’objet voudrait le vendre à l’individu 

qui lui accorde le plus de valeur, et lui vendre le plus 
cher possible. 

• Comment construire un jeu (sous forme normale) qui 
incite chaque individu à révéler à l’enchérisseur la 
véritable valeur qu’il accorde à l’objet. 

• Inciter = faire en sorte que révéler sa vraie valeur soit, 
pour chaque participant, une stratégie dominante. 
 



Exemple 2 d’Application de la 
dominance: les enchères 

 

• Jeu naïf: demander à chaque individu de 
faire une offre sous pli scellé. 

•  l’individu qui a fait l’offre la plus grande 
reçoit l’objet et paie le prix qu’il a indiqué 
dans le pli scellé. 

• Problème: ce jeu n’incite pas toujours un 
individu à révéler sa véritable évaluation 
de l’objet. 

• Etudions ce jeu sous forme normale. 
 



Exemple 2 d’Application de la 
dominance: les enchères 

 

• N = {1,…,n} ensemble des joueurs. 
•  Ai = + pour tout joueur i (chaque joueur est 

libre de mettre n’importe quelle offre non-
négative). 

•  Ui (o1,…,on) = 0 si oi < maxjN (oj) 
•  Ui (o1,…,on) = (vi – oi)/#{j: oj = maxh  N (oh)} si oi 

= maxjN (oj)  
• L’individu gagne l’objet s’il met la plus grande 

offre dans l’enveloppe (on brise les ex-aequo par 
un mécanisme aléatoire uniforme). 
 



Exemple 2 d’Application de la 
dominance: les enchères 

 

• Considérons la situation du point de vue du 
joueur i. 

•  Posons o*-i = maxji (oj) (o*-i  est la plus grande 
des offres autres que celle de i). 

•  Si vi  o*-i ,  i gagne 0 s’il fait une offre inférieure 
à o*-i   (y compris en disant la vérité), il gagne (vi 
– oi)/(#{j: oi = o*-i })  0 s’il fait une offre égale à 
o*-i et il gagne (vi – oi) < 0 s’il fait une offre 
supérieure à o*-i). 

• Il a donc (faiblement) intérêt à choisir     oi = vi  
dans ce cas. 

 



Exemple 2 d’Application de la 
dominance: les enchères 

 

• Supposons maintenant que vi > o*-i ,  

•  i gagne 0 s’il fait une offre strictement inférieure à o*-i . 

• Il gagne (vi – o*-i)/(#{j: oi = o*-i }) > 0 s’il fait une offre égale à o*-i 

.  

• il gagne  (vi – (o*-i+) > 0 s’il fait une offre supérieure d’un 
montant   à o*-i  

• Comme vi – (o*-i+) est décroissant par rapport à  , le joueur i a 
intérêt à choisir  positif aussi petit que possible (il y a donc une 
indétermination mathématique ici) 

• Mais dire la vérité est dominée pour i par o*-i+) pour un   
suffisamment petit. 

• Ce jeu n’incite donc pas (toujours) le joueur à révéler au vendeur 
sa véritable évaluation de l’objet. 

 



Exemple 2 d’Application de la 
dominance: les enchères 

 

• Voici maintenant un jeu, moins naïf, qui fournit une 
telle incitation (Vickrey (1950).  

• Chaque individu met une offre sous pli scellé. 
• L’individu qui fait l’offre la plus haute gagne l’objet et 

mais ne paie que la deuxième meilleure offre effectuée 
• Ui (o1,…,on) = 0 si oi < o*-i  
•  Ui (o1,…,on) = (vi – oi)/#{j: oj = o*-i} si oi = o*-i  
•  Ui (o1,…,on) = (vi – o*-i) si oi > o*-i  
• Montrons que oi = vi est une stratégie faiblement 

dominante pour tout joueur i 
 



Exemple 2 d’Application de la 
dominance: les enchères 

 

 

 

cas de 

figure 

paiement 

avec vi  

paiement      
avec oi  vi 

et oi <  o*-i 

paiement      

avec oi  vi 

et oi =  o*-i 

 

Paiement            

avec oi  vi 

et oi >  o*-I 

vi < o*-i  
0 0  (vi – oi)/#{j: 

oj = o*-i} < 0 

 vi – o*-i    

< 0 

vi = o*-i 
0 0 0 vi – o*-i     < 

0 

vi > o*-i vi – o*-i     

> 0 

0 (vi – oi)/#{j: 

oj = o*-i}  

 vi – o*-i     > 

0 



Exemple 2 d’Application de la 
dominance: les enchères 

 

 

 

cas de 

figure 

paiement 

avec vi  

paiement      
avec oi  vi 

et oi <  o*-i 

paiement      

avec oi  vi 

et oi =  o*-i 

 

Paiement            

avec oi  vi 

et oi >  o*-I 

vi < o*-i  
0 0  (vi – oi)/#{j: 

oj = o*-i} < 0 

 vi – o*-i    

< 0 

vi = o*-i 
0 0 0 vi – o*-i     < 

0 

vi > o*-i vi – o*-i     

> 0 

0 (vi – oi)/#{j: 

oj = o*-i}  

 vi – o*-i     > 

0 



Exemple 2 d’Application de la 
dominance: les enchères 

 

 

 

cas de 

figure 

paiement 

avec vi  

paiement      
avec oi  vi 

et oi <  o*-i 

paiement      

avec oi  vi 

et oi =  o*-i 

 

Paiement            

avec oi  vi 

et oi >  o*-I 

vi < o*-i  
0 0  (vi – oi)/   

#{j: oj = o*-i} 

< 0 

 vi – o*-i    

< 0 

vi = o*-i 
0 0 impossible vi – o*-i     = 

0 

vi > o*-i vi – o*-i     

> 0 

0 (vi – oi)/    

#{j: oj = o*-i}  

 vi – o*-i     > 

0 



Equilibre de Nash  

• Un jeu résolvable par élimination itérative de stratégies 
dominées est un jeu dont on peut prévoir exactement 
l’issue sous les seules hypothèses de rationalité des 
joueurs et de connaissance commune de cette 
rationalité. 

• Malheureusement, beaucoup de jeux ne sont pas 
résolvables par élimination itérative de stratégies 
dominées.  

• Peut-on néanmoins prédire les choix de stratégies que 
pourraient faire les joueurs dans de tels cas ? 

• John Nash (1950) a proposé un critère que devrait 
satisfaire toute prédiction plausible de ces choix: leur 
robustesse vis-à-vis des déviations unilatérales. 

• Considérons l’exemple suivant. 
 



Définition formelle 

• Admettons les stratégies mixtes (les stratégies pures en sont des 
cas particuliers). 

• Considérons un jeu sous forme normale (N, <Ai>,<Ui>)  et 
rappelons nous que                                                       Si = {i 
=(i1,…, i#Ai)  [0,1]#Ai: ii = 1} est l’ensemble de toutes les 
stratégies mixtes de i (ij est la probabilité que la stratégie mixte 
i attribue à la stratégie pure aij du joueur i) (notation 
alternative: i(aij)) 

• Une combinaison de stratégies mixtes (*1,…, *n) est un 
équilibre de Nash de ce jeu si elle vérifie, pour tout joueur i et 
toute stratégie mixte i de ce joueur: 

);();(
***

iiiiii pp   



Remarques sur l’équilibre de Nash 

• C’est une condition nécessaire  que doit satisfaire toute 
prédiction « plausible » de l’issue d’un jeu sous forme normale. 

• Un équilibre en stratégies dominantes est un équilibre de Nash 
• Si une seule combinaison de stratégies mixtes survit à une 

procédure itérative d’éliminations de stratégies strictement 
dominées, alors cette combinaison est  un équilibre de Nash  

• Si (*1,…, *n) est un équilibre de Nash, alors  *i n’est pas 
strictement dominée pour i 

• La remarque précédente est fausse si « strictement » est 
remplacé par « faiblement »(comme le montre l’exemple ci 
après. 



Exemple 

A B C 

a (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

(b,B) est un  

équilibre de Nash 

du jeu 



Exemple 

A B C 

a (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Mais il n’est pas  

le seul… 



Exemple 

A B C 

a (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Autre  

équilibre: 

1 mixte entre a et c  

avec  

probabilités ½…  



Exemple 

A B C 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Autre  

équilibre: 

1 mixte entre a et c  

avec  

probabilités ½…  



Exemple 

A B C 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

et 2 mixte 

entre A et C  

avec  

probabilités ½…  



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

et 2 mixte 

entre A et C  

avec  

probabilités ½…  



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Montrons que  

les stratégies  

mixtes (1/2,0,1/2) 

pour 1 et  

(1/2,0,1/2) 

pour 2  

forment un 

équilibre de 

 Nash  



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Montrons  

d’abord  

que 1 n’a 

pas intérêt  

à dévier 

unilatéralement  

de (1/2,0,1/2) 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Comment  

1 pourrait-il  

dévier de  

(1/2,0,1/2) ? 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Il pourrait  

dévier en 

augmentant la 

probabilité 

(actuellement nulle)   

de jouer b 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Il pourrait  

également dévier 

en modifiant le mixte 

qu’il fait entre a et c 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Il pourrait  

également dévier 

en combinant les 2 

types de déviation 

précédentes 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Montrons  

qu’aucune de ces 

déviations n’est 

bénéfique pour 1 

(sachant que 2 

choisit la stratégie 

mixte  

2=(1/2,0,1/2)) 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 (1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2 (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Calculons  

pour ce faire  

le paiement 

espéré de 1 

associé à ses  

différentes 

stratégies 

pures  



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b (2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2   (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Calculons  

pour ce faire  

le paiement 

espéré de 1 

associé à ses  

différentes 

stratégies 

pures  



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2   (3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Calculons  

pour ce faire  

le paiement 

espéré de 1 

associé à ses  

différentes 

stratégies 

pures  



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Calculons  

pour ce faire  

le paiement 

espéré de 1 

associé à ses  

différentes 

stratégies 

pures  



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Le joueur 1 

préfère le  

paiement  

espéré associé  

à a ou c 

à celui  

associé à b 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Le joueur 1 

n’a donc  

pas intérêt à 

augmenter la 

probabilité  

(nulle)  

attribuée à  

b 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Le joueur 1 

est également  

indifférent entre 

les stratégies 

pures a et c 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Il est donc   

indifférent entre 

toute mixture 

de a et c 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

…et n’a donc   

pas intérêt 

à modifier  

sa mixture 

particulière 

½, ½ 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

1 n’a donc   

pas intérêt 

à dévier de 

1 = (1/2,0,1/2) 



Exemple 

A 1/2 B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Il en va de même   

pour 2, dont les 

paiements moyens 

associés 

aux différentes  

stratégies pures 

sont 



Exemple 

A 1/2  

9/2 

B C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Il en va de même   

pour 2, dont les 

paiements moyens 

associés 

aux différentes  

stratégies pures 

sont 



Exemple 

A 1/2  

9/2 

B          

3/2 

C 1/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Il en va de même   

pour 2, dont les 

paiements moyens 

associés 

aux différentes  

stratégies pures 

sont 



Exemple 

A 1/2  

9/2 

B          

3/2 

C 1/2   

9/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Il en va de même   

pour 2, dont les 

paiements moyens 

associés 

aux différentes  

stratégies pures 

sont 



Exemple 

A 1/2  

9/2 

B          

3/2 

C 1/2   

9/2 

a 1/2 

9/2 

(1,4) (0,2) (8,3) 

b       

3/2 

(2,0) (3,3) (1,1) 

c 1/2  

9/2 

(3,5) (1,1) (6,6) 

Joueur 2 

Joueur 1 

Pour les mêmes   

raisons que le 

 joueur 1,  le joueur 2 

n’a pas intérêt à 

dévier unilatéralement  

de 2 = (1/2,0,1/2) 

 



Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• La démarche intuitive effectuée dans l’exemple précédent met 
en exergue le fait suivant. 

• Fait: Soit un jeu sous forme normale (N, <Ai>,<Ui>)  et soit 
(*1,…, *n) un équilibre de Nash (en stratégies mixtes) de ce 
jeu. Alors, pour tout joueur i et toutes stratégies pures ai et a’i  
Ai de ce joueur telles que *i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on doit avoir: 

  





  



 

 
g

ig
ig

ig
i Aa il

iiiill

Aa il

iiiill aaUaaaUa );'()();()(
** 

En mots: dans un équilibre de Nash, un joueur  

doit être indifférent entre toutes les stratégies   

pures jouées avec probabilité strictement positive 



Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• Preuve du fait: Par contradiction, supposons que, pour un joueur 
i et deux stratégies pures ai et a’i  Ai de ce joueur telles que 
*i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on ait: 

  





  



 

 
g

ig
ig

ig
i Aa il

iiiill

Aa il

iiiill aaUaaaUa );'()();()(
** 

Considérons alors la stratégie mixte ’i définie par: 

 ’i(ai) = *i(a’i) + *i(ai)           

’i(a’i) = 0 et 
’i(a’’i)= *i(a’’i) pour toute stratégie pure a’’i  Ai distincte 

de ai et a’i. 



Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• Preuve du fait: Par contradiction, supposons que, pour un joueur 
i et deux stratégies pures ai et a’i  Ai de ce joueur telles que 
*i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on ait: 

  





  



 

 
g

ig
ig

ig
i Aa il

iiiill

Aa il

iiiill aaUaaaUa );'()();()(
** 

Considérons alors la stratégie mixte ’i définie par: 

 ’i(ai) = *i(a’i) + *i(ai)           

’i(a’i) = 0 et 
’i(a’’i)= *i(a’’i) pour toute stratégie pure a’’i  Ai distincte 

de ai et a’i.  
Cette stratégie mixte satisfait ’i(ai)  [0,1] et   

aAi ’i(a) = 1 



Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• Preuve du fait: Par contradiction, supposons que, pour un joueur 
i et deux stratégies pures ai et a’i  Ai de ce joueur telles que 
*i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on ait: 

  





  



 

 
g

ig
ig

ig
i Aa il

iiiill

Aa il

iiiill aaUaaaUa );'()();()(
** 

Le paiement espéré par i avec ’i est :           

 


  





 
g

ig
ii Aa il

iiill

Aa

iiii aaUaap );()()[(');'(
** 



Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• Preuve du fait: Par contradiction, supposons que, pour un joueur 
i et deux stratégies pures ai et a’i  Ai de ce joueur telles que 
*i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on ait: 

  





  



 

 
g

ig
ig

ig
i Aa il

iiiill

Aa il

iiiill aaUaaaUa );'()();()(
** 

Alors que celui espéré par i avec *i est :           

 


  





 
g

ig
ii Aa il

iiill

Aa

iiii aaUaap );()()[();(
**** 



Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• Preuve du fait: Par contradiction, supposons que, pour un joueur 
i et deux stratégies pures ai et a’i  Ai de ce joueur telles que 
*i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on ait: 

  





  



 

 
g

ig
ig

ig
i Aa il

iiiill

Aa il

iiiill aaUaaaUa );'()();()(
** 

On remarque donc que :           

);();'(
***

iiiiii pp   



Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• Preuve du fait: Par contradiction, supposons que, pour un joueur 
i et deux stratégies pures ai et a’i  Ai de ce joueur telles que 
*i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on ait: 

  





  



 

 
g

ig
ig

ig
i Aa il

iiiill

Aa il

iiiill aaUaaaUa );'()();()(
** 

On remarque donc que :           

 

 







 





 









g
ig

ii

g
ig

ii

Aa il

iiill

Aa

i

Aa il

iiill

Aa

i

aaUaa

aaUaa

);()()[(

);()()[('

**
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Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• Preuve du fait: Par contradiction, supposons que, pour un joueur 
i et deux stratégies pures ai et a’i  Ai de ce joueur telles que 
*i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on ait: 
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ig
i Aa il

iiiill

Aa il

iiiill aaUaaaUa );'()();()(
** 

On remarque donc que :           
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Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• Preuve du fait: Par contradiction, supposons que, pour un joueur 
i et deux stratégies pures ai et a’i  Ai de ce joueur telles que 
*i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on ait: 
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On remarque donc que :           
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car  
*i(a’i) > 0 



Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• Preuve du fait: Par contradiction, supposons que, pour un joueur 
i et deux stratégies pures ai et a’i  Ai de ce joueur telles que 
*i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on ait: 
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Ce qui est incompatible avec la définition 

d’un équilibre de Nash         



Identifier un équilibre de Nash en 
stratégies mixtes 

• Preuve du fait: Par contradiction, supposons que, pour un joueur 
i et deux stratégies pures ai et a’i  Ai de ce joueur telles que 
*i(ai)  0 et *i(a’i)  0 on ait: 
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Ce qui est incompatible avec la définition 

d’un équilibre de Nash QED        



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 
2 équilibres de Nash 

en stratégies pures: 

(ballet,ballet) et 

(foot,foot) 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 
Mais on peut également 

trouver un équilibre 

de Nash en  

stratégies 

mixtes 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) Alonzo 

Natacha 

Pour ce faire, on doit trouver 

pour chaque joueur, des   

probabilités de choix qui  

rendent l’autre 

joueur  

indifférent   

entre ses  

stratégies pures 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet N1  foot 1- N1 

 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) Alonzo 

Natacha 

Il faut donc trouver N1 et   

N2 = 1- N1 pour Natacha qui 

rendent Alonzo indifférent  

entre foot 

et ballet 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet N1  foot 1- N1 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) Alonzo 

Natacha 

 N1 doit donc vérifier  

3N1 + (1- N1) = 2(1- N1)  



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet N1  foot 1- N1 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) Alonzo 

Natacha 

 N1 et est donc égal à 1/4  



Exemple: Alonzo et Natacha 

Ballet 1/4  foot 3/4 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) Alonzo 

Natacha 

 N1 et est donc égal à 1/4  



Exemple: Alonzo et Natacha 

Ballet 1/4  foot 3/4 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) Alonzo 

Natacha 

De façon analogue, on peut 

trouver pour Alonzo les 

probabilités A1 et A2 = 1- A1 

qui rendront 

Natacha 

indifférente 

entre ses  

stratégies pures 



Exemple: Alonzo et Natacha 

Ballet 1/4  foot 3/4 

ballet A1  (3,2)  (1,1) 

foot (1-A1) (0,0)  (2,3) Alonzo 

Natacha 

De façon analogue, on peut 

trouver pour Alonzo les 

probabilités A1 et A2 = 1- A1 

qui rendront 

Natacha 

indifférente 

entre ses  

stratégies pures 



Exemple: Alonzo et Natacha 

Ballet 1/4  foot 3/4 

ballet A1  (3,2)  (1,1) 

foot (1-A1) (0,0)  (2,3) Alonzo 

Natacha 

On obtient alors A1 = 3/4 



Exemple: Alonzo et Natacha 

Ballet 1/4  foot 3/4 

ballet 3/4  (3,2)  (1,1) 

foot 1/4 (0,0)  (2,3) Alonzo 

Natacha 

On obtient alors A1 = 3/4 



Existence d’un équilibre de Nash  
• Par rapport à la dominance qui ne permet souvent pas d’obtenir 

des prédictions de l’issue d’un jeu, l’un des intérêts du concept 
d’équilibre de Nash est qu’il est défini dans une très grande 
classe de jeux sous forme normale. 

•  Nous allons montrer cela. 
• Plus précisément, nous allons montrer les théorèmes suivants: 
• Théorème 1: Soit un jeu sous forme normale                

(N,<Ai>,<Ui>) où Ai est fini pour tout joueur i et soit Si  
l’ensemble de stratégies mixtes sur Ai. Alors le jeu admet au 
moins un équilibre de Nash. 

•  Théorème 2: Soit un jeu sous forme normale (N,<Ai>,<Ui>) où 
Ai est un sous-ensemble convexe et compact de k pour tout 
joueur i et Ui est une fonction continue de i N Ai. Alors le jeu 
admet au moins un équilibre de Nash en stratégies pures. 



Existence d’un équilibre de Nash  

• Pour démontrer ces théorèmes, il est utile de proposer 
une définition alternative de l’équilibre de Nash. 

•  Définissons, pour chaque joueur i, sa correspondance  
a*i : gi Ag  Ai de meilleure réponse en stratégies 
pures par: 
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En français, a*i (a-i) associe à toute combinaison 

d’actions a-i des joueurs autres que i l’ensemble 

des meilleures réponses de i à cette combinaison 



Existence d’un équilibre de Nash  

• De façon analogue, on peut définir,  pour chaque 
joueur i, sa correspondance  *i : gi Sg  Si de 
meilleure réponse en stratégies mixtes par: 
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 *i (-i) associe à toute combinaison de stratégies 

mixtes -i  des joueurs autres que i l’ensemble des 

meilleures réponses de i à cette combinaison 



Qu’est-ce qu’une correspondance ? 

• Une fonction f d’un ensemble A vers un ensemble B 
(formellement f: A  B) est une règle qui, à tout objet a 
dans A, associe un unique objet f(a) dans B. 

• Une correspondance C d’un ensemble A vers un ensemble B 
(C: A  B) est une règle qui, à tout objet a dans A associe 
un ensemble d’objets C(a) dans B. 

• Une fonction peut être vue comme un cas particulier de 
correspondance où  #C(a) = 1 pour tout objet a dans A. 

• On parle de correspondance de meilleure réponse du joueur 
i parce que i peut avoir plusieurs stratégies qui sont des 
meilleures réponses aux autres.  



Exemple 

ENTRE OUT 

GUERRE (75,-25)  (300,0) 

PAIX (150,50)  (300,0) 

FT 

DT 

“GUERRE” et “PAIX” sont 

toutes les 2 des meilleures 

réponses de FT à la stratégie 

“OUT” de DT 



Existence d’un équilibre de Nash  

• A partir des correspondances de meilleures réponses 
individuelles (en stratégies pures et mixtes), on peut 
définir la correspondance de meilleure réponse 
agrégée * : iN Ai  iN Ai par: 
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 pour les stratégies pures et la correspondance            

* : iN Si  iN Si par: 

),...,,,...,(),...,( 111
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 pour les stratégies mixtes. 



Existence d’un équilibre de Nash  

• Une combinaison de stratégies pures (a*1,…,a*n) 
est un équilibre de Nash si elle vérifie: 

 

),...,(),...,(
**

1

***
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De même, une combinaison de stratégies 

mixtes (*1,…,*n) est un équilibre de Nash 

si elle vérifie: 
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**

1

***

1 nn  



Existence d’un équilibre de Nash 

• Dans un équilibre de Nash, le comportement 
adopté par chaque joueur est une meilleure 
réponse au comportement des autres 

• Démontrer l’existence d’un équilibre de Nash 
revient donc à démontrer l’existence d’un 
point fixe de la correspondance agrégée de 
meilleure réponse. 



Point fixe ?  
• Les théorèmes d’existence d’équilibre de Nash sont de fait des 

conséquences d’un théorème mathématique important: le 
théorème du point fixe de Kakutani (1941). 

• Pour comprendre ce théorème, nous devons d’abord 
comprendre ce qu’est un point fixe. 

• Définition: Etant donnée une fonction f: A  A  on dit d’un 
élément a  A qu’il est un point fixe de f  si f(a) = a 

• Certaines fonctions n’admettent pas de points fixes. 

•  Par exemple, la fonction f qui associe à tout individu vivant dont 
le père est encore en vie ce père en question n’a pas de point 
fixe (car il n’existe aucun individu qui soit son propre père) 



Théorème du point fixe de Brouwer  

• Le mathématicien Brouwer a établit (en 1912) 
un théorème garantissant qu’une fonction 
admette un point fixe. 

• Théorème du point fixe de Brouwer: Soit A un 
sous-ensemble convexe et compact de k  et 
soit f: A  A  une fonction continue. Alors il 
existe un élément a  A  qui est un point fixe de f  

• Illustrons le théorème de lorsque A est un sous-
ensemble convexe et compact (et donc un 
intervalle) de .  



Théorème du point fixe de Brouwer  

A 

A 

x 

y 

y = x 

f 



Théorème du point fixe de Brouwer  

A 

A 

x 

y 

y = x 

Points fixes 

f 



Théorème du point fixe de Brouwer  

A 

A 

x 

y 

f 

Les hypothèses du  

théorème de Brouwer  

sont importantes 



Théorème du point fixe de Brouwer  

A 

A 

x 

y 

f 

Par exemple cette 

fonction f  

n’admet pas de 

point fixe 



Théorème du point fixe de Brouwer  

A 

A 

x 

y 

f 

Mais  f  

n’est pas une fonction 

de A dans A 



Théorème du point fixe de Brouwer  

A 

A 

x 

y 

f 

Cette fonction  f  

(qui n’est pas continue) 

n’admet pas non-plus 

de point fixe 



Théorème du point fixe de Brouwer  

A 

A 

x 

y 

f 

De même, si A est 

ouvert en haut une 

fonction continue comme  

 f  n’admet pas non-plus 

de point fixe 

 



Point fixe 

• Le théorème du point fixe de Brouwer s’applique aux fonctions. 
Or un équilibre de Nash est un point fixe d’une correspondance. 

• Kakutani (1941) a généralisé le théorème de Brouwer aux 
correspondances. 

• Théorème du point fixe de Kakutani: Soit A un sous-ensemble 
convexe et compact de k  et soit C: A  A  une correspondance 
semie-continue supérieurement. Alors il existe un élément a*  
A  qui est un point fixe de C (et qui est donc tel que a*  C(a*)). 

• John Nash en 1950 a fait usage du théorème du point fixe de 
Kakutani pour montrer l’existence d’un équilibre de Nash (au 
moins en stratégies mixtes) dans tous les jeux sous forme 
normale où les joueurs ont un nombre fini de stratégies. 



Existence d’équilibre de Nash 
• Pour appliquer le théorème de Kakutani à la 

correspondance de meilleure réponse (en stratégies 
mixtes), il faut montrer que: 

• 1) A = iN Si  est un sous-ensemble convexe et 
compact de k  et,  

• 2) La correspondance de meilleure réponse * définie 
plus haut est semi-continue supérieurement. 

• La démonstration de 1) est immédiate (les ensembles 
de stratégies mixtes sont des simplexes si les 
ensembles de stratégies pures sont finis). 

• La démonstration de 2) utilise le théorème suivant: 



Théorème du Maximum de Berge 
(1959) 

• Théorème du maximum: Soit A et B deux sous-
ensemble de k   avec A compact et soit : 
AB  une fonction continue. Alors, la 

correspondance C: B  A définie par 

),(maxarg)( babC
a



est semi-continue supérieurement 



Semie-continuité supérieure ?  

A 

A 

x 

y 

C 

La correspondance 

 C  est semie-continue 

supérieure 

 



Semie-continuité supérieure ?  

A 

A 

x 

y 

C 

La correspondance 

 C  est semie-continue 

supérieure 

 



Semie-continuité supérieure ?  

A 

A 

x 

y 

C 

La correspondance 

 C  n’est pas  

semie-continue 

supérieure 

 



Existence d’un équilibre de Nash 
• Théorème 1: Soit un jeu sous forme normale (N,<Ai>,<Ui>) où 

Ai est fini pour tout joueur i et soit Si  l’ensemble de stratégies 
mixtes sur Ai. Alors le jeu admet au moins un équilibre de 
Nash. 

•  Preuve:  Le jeu (N,<Ai>,<Ui>) avec Ai fini admet un équilibre 
de Nash en stratégies mixtes (ou pures) si et seulement si la 
correspondance * : iN Si  iN Si de meilleure réponse 
admet un point fixe. L’ensemble A = iN Si est un sous-
ensemble convexe et compact de k (avec k = #A1#A2 #...#An) 
puisqu’il est un produit Cartésien d’ensembles de stratégies 
mixtes qui sont des simplexes de #Ai ’). Par ailleurs, la 
correspondance de meilleure réponse * est définie par   
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* est donc semie-continue supérieurement par le  

théorème du maximum car la fonction pi est continue 



Existence d’un équilibre de Nash 
• Théorème 1: Soit un jeu sous forme normale (N,<Ai>,<Ui>) où 

Ai est fini pour tout joueur i et soit Si  l’ensemble de stratégies 
mixtes sur Ai. Alors le jeu admet au moins un équilibre de 
Nash. 

•  Preuve:  Le jeu (N,<Ai>,<Ui>) avec Ai fini admet un équilibre 
de Nash en stratégies mixtes (ou pures) si et seulement si la 
correspondance * : iN Si  iN Si de meilleure réponse 
admet un point fixe. L’ensemble A = iN Si est un sous-
ensemble convexe et compact de k (avec k = #A1#A2 #...#An) 
puisqu’il est un produit Cartésien d’ensembles de stratégies 
mixtes qui sont des simplexes de #Ai ’). Par ailleurs, la 
correspondance de meilleure réponse * est définie par   

Par le théorème du point fixe de Kakutani, la  

correspondance * admet donc un point fixe. 
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Existence d’un équilibre de Nash 
• Théorème 1: Soit un jeu sous forme normale (N,<Ai>,<Ui>) où 

Ai est fini pour tout joueur i et soit Si  l’ensemble de stratégies 
mixtes sur Ai. Alors le jeu admet au moins un équilibre de 
Nash. 

•  Preuve:  Le jeu (N,<Ai>,<Ui>) avec Ai fini admet un équilibre 
de Nash en stratégies mixtes (ou pures) si et seulement si la 
correspondance * : iN Si  iN Si de meilleure réponse 
admet un point fixe. L’ensemble A = iN Si est un sous-
ensemble convexe et compact de k (avec k = #A1#A2 #...#An) 
puisqu’il est un produit Cartésien d’ensembles de stratégies 
mixtes qui sont des simplexes de #Ai ’). Par ailleurs, la 
correspondance de meilleure réponse * est définie par   

Par le théorème du point fixe de Kakutani, la  

correspondance * admet donc un point fixe. QED 
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Existence d’un équilibre de Nash 

• Théorème 2: Soit un jeu sous forme normale 
(N,<Ai>,<Ui>) où Ai est un sous-ensemble convexe et 
compact de k pour tout joueur i et Ui est une 
fonction continue de i N Ai. Alors le jeu admet au 
moins un équilibre de Nash en stratégies pures. 

• Preuve: La preuve de ce théorème suit le même 
schéma que celle du théorème précédent  

 



Exemple: un jeu politique 

• Soit une communauté constituée de 30 mille 
individus 

• Dix mille ont un revenu de 10 milliers d’euros 
annuels 

• Dix mille ont un revenu annuel de 30 mille 
euros 

• Dix mille ont un revenu annuel de 60 mille 
euros 



Exemple: un jeu politique 
• Ces individus ont les mêmes préférences pour la dépense 

publique (dont la quantité est notée Y) et la dépense privée (de 
quantité x). 

•  Ces préférences sont représentées numériquement par la 
fonction d’utilité:  V(Y,x) = Y1/2 + x. 

• Deux partis politiques, A et B, vont se présenter au suffrage de 
ces électeurs. 

• Le parti i (i = A, B) propose aux électeurs une politique 
économique résumée par un taux de taxe ti  [0,1]. 

• Un électeur de richesse R évalue les divers taux de taxes t qui 
peuvent lui être proposés au moyen de la fonction (t,R) = 
(tW)1/2 + (1-t)R, où W désigne l’assiette fiscale de cette 
communauté (égale à 1 milliard d’euros ici). 

• Q: Quelle politique proposera chaque parti, sachant que son 
objectif est simplement d’être élu ? 



Exemple: un jeu politique 
• Pour répondre à cette question, nous devons construire le jeu 

décrivant le problème de décision que doit résoudre chaque 
parti. 

• N = {A,B}. 

• Ai = [0,1] (pour i =A, B) (tous les taux de taxe compris entre 0 et 
1). 

•  Ui(tA,tB) = 1 si #{h: (ti,Rh)  (tj,Rh)} > #{h: (tj,Rh)  (ti,Rh)}   
(le parti i gagne l’élection). 

• Ui(tA,tB) = 1/2 si #{h: (ti,Rh)  (tj,Rh)} = #{h: (tj,Rh)  (ti,Rh)} 
(les suffrages se partagent également entre les deux partis). 

• Ui(tA,tB) = 0 si #{h: (ti,Rh)  (tj,Rh)} < #{h: (tj,Rh)  (ti,Rh)} 
(le parti i perd l’élection) 

•  pour i = A, B, j = A, B et j  i.  



Exemple: un jeu politique 
• Nous allons montrer que ce jeu possède un unique équilibre de 

Nash 

• Dans cet équilibre, les deux partis proposent le même taux 
d’impôt t*. 

• Ce taux d’impôt est le taux d’impôt préféré de l’électeur 
médian. 

• L’électeur médian est celui (ou celle) dont le taux d’impôt 
préféré est la médiane des taux d’impôt préférés. 

• La moitié de la population a un taux d’impôt préféré inférieur à 
celui de l’électeur médian et l’autre moitié à un taux d’impôt 
préféré supérieur à celui du médian. 

• Qu’est-ce que le taux d’impôt préféré d’un électeur ? 

 



Préférences des électeurs pour les 
taux d’impôt 

• Dans notre monde, le taux d’impôt a un effet ambigu 
sur le bien être de l’électeur 

• D’un côté, il réduit la dépense privée, ce qui est 
préjudiciable. 

• De l’autre, il augmente la dépense publique, ce qui est 
avantageux. 

• Etudions de façon plus précise les préférences d’un 
électeur de richesse R pour les différents taux d’impôt. 

• Ces préférences sont représentées par (t,R)  



Préférences des électeurs pour les 
taux d’impôt 

• On remarque que:                                              
(t,R)/t = [(tW)1/2 + (1-t)R]/t = 1/2(W/t)1/2 – R. 

•                                              0 (si t petit) 

•                                              0 (si t grand) 

• En outre: 2(t,R)/2t = [1/2(W/t)1/2 – R]/t  

•             = -1/4(W1/2/t3/2)  0.  

•  est donc une fonction concave de t (la pente 
de  décroît partout) 

• Le graphe de  est donc: 

 



Préférences des électeurs pour les 
taux d’impôt 

évaluation 

taux d’impôt 1 

(t,R) 

t*(R) 

t*(R) est le taux 

d’impôt préféré d’un 

 électeur de richesse R 



Préférences des électeurs pour les 
taux d’impôt 

évaluation 

taux d’impôt 1 

(t,R) 

t*(R) 

 Les préférences de cet électeur 

sont dites “unimodales” (single-peaked) 



Préférences des électeurs pour les 
taux d’impôt 

évaluation 

taux d’impôt 1 

(t,R) 

t*(R) 

 La satisfaction de cet électeur 

se réduit donc de façon monotone 

si on s’éloigne par la droite ou par la gauche 

de son taux d’impôt préféré 



Préférences des électeurs pour les 
taux d’impôt 

• On trouve t*(R) comme solution de:                                              
(t*(R),R)/t = 0   1/2(W/t*(R))1/2 – R = 0. 

•     t*(R) = W/(4R2) (si W  4R2 ) 

•                = 1 autrement 

•  Le taux d’impôt préféré d’un électeur décroît 
donc avec son revenu. Plus on est riche, moins 
on veut d’impôt 

• Cette propriété n’est évidemment pas générale, 
et dépend des préférences particulières 
utilisées dans cet exemple 



Préférences des électeurs pour les 
taux d’impôt 

évaluation 

taux d’impôt 1 

(t,R) 

t*(R) 

(t,R’) 

 Considérons un électeur 

de richesse R’ > R 

t*(R’) 



Un unique équilibre de Nash ? 
• Notons m l’individu tel que la moitié de la population (m mis à 

part) a un taux préféré supérieur (faiblement) au sien et l’autre 
moitié a un taux préféré (faiblement) inférieur. 

• Formellement, m  est défini par:                                    #{h m: 
t*(Rh)  t*(Rm)}  = #{h m: t*(Rh)  t*(Rm)}. 

• Cette définition suffit pour notre exemple (où tout individu de 
richesse 30 est médian) 

• Fait: (t*(Rm),t*(Rm))  est l’unique équilibre de Nash de ce jeu 
politique. 

• Preuve. Il est d’abord clair que (t*(Rm),t*(Rm)) est un équilibre 
de Nash. En effet, s’ils jouent (t*(Rm),t*(Rm)) les partis 
obtiennent chacun un paiement de ½ (car ils se partagent 
également les suffrages). Si un parti dévie de t*(Rm) à gauche 
(resp. à droite), il perd les suffrages des 2/3 des électeurs à 
droite (resp. à gauche) et obtient donc 0.  



Un unique équilibre de Nash ? 
• Notons m l’individu tel que la moitié de la population (m mis à 

part) a un taux préféré supérieur (faiblement) au sien et l’autre 
moitié a un taux préféré (faiblement) supérieur. 

• Formellement, m  est défini par:                                    #{h m: 
t*(Rh)  t*(Rm)}  = #{h m: t*(Rh)  t*(Rm)}. 

• Cette définition suffit pour notre exemple (où tout individu de 
richesse 30 est médian) 

• Fait: (t*(Rm),t*(Rm)) est l’unique équilibre de Nash de ce jeu 
politique. 

• Preuve. Montrons maintenant que (t*(Rm),t*(Rm)) est l’unique 
équilibre de Nash de ce jeu.  



Un unique équilibre de Nash ? 
• Notons m l’individu tel que la moitié de la population (m mis à 

part) a un taux préféré supérieur (faiblement) au sien et l’autre 
moitié a un taux préféré (faiblement) supérieur. 

• Formellement, m  est défini par:                                    #{h m: 
t*(Rh)  t*(Rm)}  = #{h m: t*(Rh)  t*(Rm)}. 

• Cette définition suffit pour notre exemple (où tout individu de 
richesse 30 est médian) 

• Fait: (t*(Rm),t*(Rm)) est l’unique équilibre de Nash de ce jeu 
politique. 

• Preuve. Montrons maintenant que (t*(Rm),t*(Rm)) est l’unique 
équilibre de Nash de ce jeu. Considérons pour ce faire toute 
autre combinaison (tA,tB) où (disons) tA > t*(Rm) et montrons 
que cette combinaison n’est pas stable (l’argument serait 
similaire si l’on supposait tA < t*(Rm) ou si l’on raisonnait sur le 
parti parti B).  



Un unique équilibre de Nash ? 
• Notons m l’individu tel que la moitié de la population (m mis à 

part) a un taux préféré supérieur (faiblement) au sien et l’autre 
moitié a un taux préféré (faiblement) supérieur. 

• Formellement, m  est défini par:                                    #{h m: 
t*(Rh)  t*(Rm)}  = #{h m: t*(Rh)  t*(Rm)}. 

• Cette définition suffit pour notre exemple (où tout individu de 
richesse 30 est médian) 

• Fait: (t*(Rm),t*(Rm)) est l’unique équilibre de Nash de ce jeu 
politique. 

• Preuve. Si tB >  tA > t*(Rm), le parti B n’a au mieux que 10 000 
voix et perd l’élection alors qu’il en obtiendrait 20 000 et la 
gagnerait en déviant à t*(Rm).  



Un unique équilibre de Nash ? 
• Notons m l’individu tel que la moitié de la population (m mis à 

part) a un taux préféré supérieur (faiblement) au sien et l’autre 
moitié a un taux préféré (faiblement) supérieur. 

• Formellement, m  est défini par:                                    #{h m: 
t*(Rh)  t*(Rm)}  = #{h m: t*(Rh)  t*(Rm)}. 

• Cette définition suffit pour notre exemple (où tout individu de 
richesse 30 est médian) 

• Fait: (t*(Rm),t*(Rm)) est l’unique équilibre de Nash de ce jeu 
politique. 

• Preuve. Si tA >  tB > t*(Rm), le parti A n’a au mieux 10 000 voix et 
perd l’élection alors qu’il en obtiendrait 20 000 et la gagnerait 
en déviant à t*(Rm).  



Un unique équilibre de Nash ? 
• Notons m l’individu tel que la moitié de la population (m mis à 

part) a un taux préféré supérieur (faiblement) au sien et l’autre 
moitié a un taux préféré (faiblement) supérieur. 

• Formellement, m  est défini par:                                    #{h m: 
t*(Rh)  t*(Rm)}  = #{h m: t*(Rh)  t*(Rm)}. 

• Cette définition suffit pour notre exemple (où tout individu de 
richesse 30 est médian) 

• Fait: (t*(Rm),t*(Rm)) est l’unique équilibre de Nash de ce jeu 
politique. 

• Preuve. Si tA >  tB = t*(Rm), le parti A n’a au mieux que 10 000 
voix et perd l’élection alors qu’il se partagerait tous les suffrages 
avec le parti B en déviant à t*(Rm).  



Un unique équilibre de Nash ? 
• Notons m l’individu tel que la moitié de la population (m mis à 

part) a un taux préféré supérieur (faiblement) au sien et l’autre 
moitié a un taux préféré (faiblement) supérieur. 

• Formellement, m  est défini par:                                    #{h m: 
t*(Rh)  t*(Rm)}  = #{h m: t*(Rh)  t*(Rm)}. 

• Cette définition suffit pour notre exemple (où tout individu de 
richesse 30 est médian) 

• Fait: (t*(Rm),t*(Rm)) est l’unique équilibre de Nash de ce jeu 
politique. 

• Preuve. Si tA >  t*(Rm) > tB  et que le parti A a faiblement plus de 
voix que le parti B, ce dernier peut obtenir strictement plus de 
voix que le parti A en déviant à t*(Rm). Si c’est le parti B qui 
réalise (faiblement) plus de voix que le parti A, c’est ce dernier 
qui a alors strictement intérêt à dévier à t*(Rm).  



Un unique équilibre de Nash ? 
• Notons m l’individu tel que la moitié de la population (m mis à 

part) a un taux préféré supérieur (faiblement) au sien et l’autre 
moitié a un taux préféré (faiblement) supérieur. 

• Formellement, m  est défini par:                                    #{h m: 
t*(Rh)  t*(Rm)}  = #{h m: t*(Rh)  t*(Rm)}. 

• Cette définition suffit pour notre exemple (où tout individu de 
richesse 30 est médian) 

• Fait: (t*(Rm),t*(Rm)) est l’unique équilibre de Nash de ce jeu 
politique. 

• Preuve. Si tA >  t*(Rm) > tB  et que le parti A a faiblement plus de 
voix que le parti B, ce dernier peut obtenir strictement plus de 
voix que le parti A en déviant à t*(Rm). Si c’est le parti B qui 
réalise (faiblement) plus de voix que le parti A, c’est ce dernier 
qui a alors strictement intérêt à dévier à t*(Rm). QED 



Un unique équilibre de Nash ? 

• Quel est le taux d’impôt préféré de l’électeur médian 
ici ? 

• C’est t*(30 000) = W/(4(30 000)2) 
•                     = 1 000 000 000/(4(30 000)2)) 
•                     =  5/18  
• Remarque: Dans cet exemple à trois électeurs, choisir 

le taux préféré de l’électeur médian était, pour chaque 
parti, une stratégie faiblement dominante. 

• Ce ne serait pas vrai s’il y avait plus de trois taux 
d’impôt préférés (Montrez le !) 

• Montrez également que l’analyse serait inchangée si 
l’on supposait de chaque parti qu’il vise à maximiser 
l’écart entre ses suffrages et ceux de son adversaire.    
 



Équilibres Corrélés 
• Dans les situations de jeux considérées jusqu’ici, les 

joueurs étaient supposés choisir leurs stratégies 
(mixtes ou pures) de façon indépendante les uns des 
autres. 

• Il n’est pourtant pas inconcevable que dans des 
sociétés partageant une culture commune, les joueurs 
puissent corréler leurs choix de stratégies en les 
basant sur des signaux communs qu’ils reçoivent. 

•  A priori, les joueurs pourraient gagner à corréler leurs 
stratégies de la sorte.  

• Examinons par exemple comment la possibilité de 
corrélation pourrait aider Alonzo et Natacha. 
 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 
Il y a 3 équilibres de Nash 

dans ce jeu: 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 
(ballet,ballet), (foot,foot) et 

(3/4,1/4;1/4;3/4) 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Quel paiement donne 

en moyenne l’équilibre 

de Nash en stratégies 

mixtes  

(3/4,1/4;1/4;3/4) ? 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet 3/4 (3,2)  (1,1) 

foot 1/4 (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Quel paiement donne 

en moyenne l’équilibre 

de Nash en stratégies 

mixtes  

(3/4,1/4;1/4;3/4) ? 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet 1/4 foot 3/4 

ballet 3/4 (3,2)  (1,1) 

foot 1/4 (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Quel paiement donne 

en moyenne l’équilibre 

de Nash en stratégies 

mixtes  

(3/4,1/4;1/4;3/4) ? 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet 1/4 foot 3/4 

ballet 3/4 (3,2) 3/16  (1,1) 

foot 1/4 (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Quel paiement donne 

en moyenne l’équilibre 

de Nash en stratégies 

mixtes  

(3/4,1/4;1/4;3/4) ? 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet 1/4 foot 3/4 

ballet 3/4 (3,2) 3/16  (1,1) 

foot 1/4 (0,0) 1/16  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Quel paiement donne 

en moyenne l’équilibre 

de Nash en stratégies 

mixtes  

(3/4,1/4;1/4;3/4) ? 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet 1/4 foot 3/4 

ballet 3/4 (3,2) 3/16  (1,1) 9/16 

foot 1/4 (0,0) 1/16  (2,3)  

Alonzo 

Natacha 

Quel paiement donne 

en moyenne l’équilibre 

de Nash en stratégies 

mixtes  

(3/4,1/4;1/4;3/4) ? 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet 1/4 foot 3/4 

ballet 3/4 (3,2) 3/16  (1,1) 9/16 

foot 1/4 (0,0) 1/16  (2,3) 3/16 

Alonzo 

Natacha 

Quel paiement donne 

en moyenne l’équilibre 

de Nash en stratégies 

mixtes  

(3/4,1/4;1/4;3/4) ? 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet 1/4 foot 3/4 

ballet 3/4 (3,2) 3/16  (1,1) 9/16 

foot 1/4 (0,0) 1/16  (2,3) 3/16 

Alonzo 

Natacha 

Quel paiement donne 

en moyenne l’équilibre 

de Nash en stratégies 

mixtes  

(3/4,1/4;1/4;3/4) ? 

= 33/16 + 19/16 + 01/16 + 23/16 = 3/2 pour Alonzo 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet 1/4 foot 3/4 

ballet 3/4 (3,2) 3/16  (1,1) 9/16 

foot 1/4 (0,0) 1/16  (2,3) 3/16 

Alonzo 

Natacha 

Quel paiement donne 

en moyenne l’équilibre 

de Nash en stratégies 

mixtes  

(3/4,1/4;1/4;3/4) ? 

= 33/16 + 19/16 + 01/16 + 23/16 = 3/2 ou Natacha 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet  foot  

ballet (3,2)   (1,1) 

foot (0,0)   (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Quel paiement donne 

en moyenne l’équilibre 

de Nash en stratégies 

mixtes  

(3/4,1/4;1/4;3/4) ? 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet  foot  

ballet  (3,2)   (1,1)  

foot  (0,0)   (2,3)  

Alonzo 

Natacha 

Imaginons maintenant qu’Alonzo et Natacha 

basent leurs choix sur  

l’observation d’un même 

signal aléatoire  

(par exemple  

le temps  

qu’il fait 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

supposons que la probabilité qu’il fasse 

soleil est de ½  



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

On pourrait alors imaginer la combinaison 

de stratégies contingentes au temps 

qu’il fait suivante: 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Foot s’il fait beau,  

ballet s’il ne fait pas beau 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Cette combinaison de stratégies 

contingentes au temps qu’il fait 

satisfait le critère de stabilité 

interne 

de Nash 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

Ballet (3,2)  (1,1) 

Foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Chaque joueur a intérêt à se comporter comme 

le prescrit la stratégie  

s’il ou elle anticipe 

que l’autre  

le fera. 

 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

S’il fait beau et qu’Alonzo  

sait que Natacha ira au foot 

si elle observe du beau  

temps, il a 

 intérêt  

à aller au foot. 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

S’il fait mauvais et qu’Alonzo  

sait que Natacha ira au ballet 

si elle observe du mauvais  

temps, il a 

 intérêt  

à aller au ballet. 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

La même chose est vraie  

pour Natacha. 

 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

le paiement espéré réalisé  

par chaque joueur est plus 

grand que dans l’équilibre 

en stratégies 

mixtes non 

corrélé. 

 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2) 1/2  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 1/2 

Alonzo 

Natacha 

le paiement espéré réalisé  

par chaque joueur est plus 

grand que dans l’équilibre 

en stratégies 

mixtes non 

corrélé. 

 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2) 1/2  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 1/2 

Alonzo 

Natacha 

le paiement espéré réalisé  

par chaque joueur est plus 

grand que dans l’équilibre 

en stratégies 

mixtes non 

corrélé. 

 

Paiement espéré d’un joueur: 31/2 + 21/2 = 5/2  



Graphiquement: 

3 

3 

5/2 

3/2 

U2 

U1 
2 

5/2 

3/2 

2 

Voici les paires 

de paiements  

qui peuvent résulter  

des équilibres 

de Nash 

 

équilibres de Nash 

équilibre de Nash 

corrélé 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (3,2)  (1,1) 

foot (0,0)  (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Autre exemple de coordination : bruler un billet de 1$. 

 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (2,2)  (0,1) 

foot (-1,0)  (1,3) 

Alonzo 

Natacha 

Autre exemple de coordination : bruler un billet de 1$. 

 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (2,2)  (0,1) 

foot (-1,0)  (1,3) 

Alonzo 

Natacha 

Pourquoi faire??? 

 



Exemple: Alonzo et Natacha 

ballet foot 

ballet (2,2) 

(3,2) 

 (0,1) 

 (1,1) 

foot (-1,0) 

(0,0) 

 (1,3) 

 (2,3) 

Alonzo 

Natacha 

Pourquoi faire??? 

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 2 équilibres de Nash  

en stratégies 

pures: 

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 2 équilibres de Nash  

en stratégies 

pures: 

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 2 équilibres de Nash  

en stratégies 

pures: 

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 (Up,Left) et (Down, Right)  

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 (Up,Left) et (Down, Right)  

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 Remarquons qu’une solution 

“intéressante” pour les 2 

joueurs  

serait 

(down,left)  

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 Mais elle n’est pas 

un équilibre de  

Nash 

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 Un équilibre de Nash en  

stratégies mixtes:  

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 (1/2,1/2;1/2;1/2)  

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 

Cet équilibre (où chaque case de 

la matrice est jouée avec  

probabilité 

¼) donne à 

chaque  

joueur 

un paiement 

espéré 

de 5/2  

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 

Comme dans le cas d’Alonzo et 

Natacha les joueurs pourraient 

faire mieux en basant leur choix 

aléatoire  

de stratégies 

sur un signal 

public 

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 

Exemple: le joueur 1 fait Up s’il 

fait beau et Down s’il fait mauvais, 

et le joueur 2 fait Left s’il fait beau 

et Right 

s’il fait 

mauvais 

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 

Exemple: le joueur 1 fait Up s’il 

fait beau et Down s’il fait mauvais, 

et le joueur 2 fait Left s’il fait beau 

et Right 

s’il fait 

mauvais 

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 

Le paiement espéré de chaque 

joueur 

est 3 

 



Un autre exemple: Aumann (1974)  

Left Right 

Up (5,1)  (0,0) 

Down (4,4)  (1,5) 

1 

2 

Mais les joueurs peuvent faire mieux 

en basant leur choix de stratégies   

sur la réception de signaux  

différents  

mais 

corrélés 



Signaux  Corrélés 
• Soit une urne avec trois boules: une verte, une noire et une 

blanche. 
• Un tirage est effectué dans l’urne et l’information suivante est 

envoyée à chaque joueur. 
• Si la boule tirée est verte, le joueur 1 en est informé mais pas le 

joueur 2 
• Si la boule tirée est blanche, le joueur 2 en est informé mais pas 

le joueur 1. 
• Ainsi, 1 sait si la boule tirée est verte ou si elle n’est pas verte et 

2 sait si la boule tirée est blanche ou si elle n’est pas blanche. 
• Cette structure d’information et l’équi-répartition des boules 

dans l’urne est connue des joueurs.  
• Considérons la prescription de comportements suivante: 1 joue 

« Up » si la boule est verte et « Down » si la boule n’est pas 
verte. Le joueur 2 joue « Right » si la boule tirée est blanche et 
« Left » si la boule tirée n’est pas blanche  
 



Signaux  Corrélés 
• Montrons que ce comportement est robuste à la déviation 

unilatérale. 
• Regardons le joueur 1. 
• Si la boule est verte, 1 sait que  2 a été informé qu’elle n’est pas 

blanche et qu’il jouera, par conséquent, « Left » 
•  1 a donc en effet intérêt à joueur « Up ». 
• Si la boule tirée n’est pas verte, elle peut être soit blanche (dans 

lequel cas 2 en est informé) soit noire (dans lequel cas  2 sait qu’elle 
n’est pas blanche). 

• Ces deux éventualités sont équiprobables. 
• Le paiement (espéré) de 1 en jouant « down » est: 

1/24+1/21=5/2 alors que celui qu’il obtiendrait en jouant « up » 
est:1/25+1/20=5/2  

• 1 a donc, là aussi, faiblement intérêt à joueur « down » 
• 1 n’a pas intérêt à dévier unilatéralement de cette prescription. On 

peut vérifier qu’il en va de même pour 2. 
 



Signaux  Corrélés 
• Remarquons qu’avec ces signaux aléatoires corrélés, les joueurs ne 

jouent jamais la « mauvaise » combinaison de stratégies  
« Up,Right ». 

• Si la boule est verte (probabilité 1/3), les joueurs jouent « Up,Left ». 
• Si la boule est noire (probabilité 1/3), les joueurs jouent 

« Down,Left » 
• Si la boule est blanche (probabilité 1/3), les joueurs jouent 

« Down,Right » 
• Un joueur gagne donc en moyenne 5/3+4/3+1/3= 10/3 
• Ce paiement est supérieur au paiement de 3 associé à la 

corrélation parfaite 
• Les joueurs ont dont un gain à être « mal informés ». 
• Mathématiquement, la perception de signaux privés 

imparfaitement observés leur permet de sortir de l’ « enveloppe 
convexe » de leurs paiements d’équilibre de Nash. 

 



Graphiquement: 

5 

5 

10/3 

U2 

U1 
3 

3 
5/2 

équilibres de Nash 

Enveloppe convexes des paiements 

des équilibres de Nash 

1 5/2 

1 

10/3 

Équilibre  

parfaitement correlé 



Graphiquement: 

5 

5 

10/3 

U2 

U1 
3 

3 
5/2 

Équilibre imparfaitement 

corrélé 

Enveloppe convexes des paiements 

des équilibres de Nash 

1 5/2 

1 

10/3 



Un autre Exemple 

L R 

U 0,1,3 0,0,0 

D 1,1,1 0,0,0 

L R 

U 2,2,2 0,0,0 

D 2,2,0 2,2,2 

L R 

U 0,1,0 0,0,0 

D 1,1,0 1,0,3 

A B C 

Un seul équilibre de Nash dans ce jeu: (D,L,A) 



Un autre Exemple 

L R 

U 0,1,3 0,0,0 

D 1,1,1 0,0,0 

L R 

U 2,2,2 0,0,0 

D 2,2,0 2,2,2 

L R 

U 0,1,0 0,0,0 

D 1,1,0 1,0,3 

A B C 

Un seul équilibre de Nash dans ce jeu: (D,L,A) 

Donne un paiement de 1 à chacun 



Un autre Exemple 

L R 

U 0,1,3 0,0,0 

D 1,1,1 0,0,0 

L R 

U 2,2,2 0,0,0 

D 2,2,0 2,2,2 

L R 

U 0,1,0 0,0,0 

D 1,1,0 1,0,3 

A B C 

Supposons maintenant que les joueurs se construisent  

un mécanisme aléatoire commun: 



Un autre Exemple 

L R 

U 0,1,3 0,0,0 

D 1,1,1 0,0,0 

L R 

U 2,2,2 0,0,0 

D 2,2,0 2,2,2 

L R 

U 0,1,0 0,0,0 

D 1,1,0 1,0,3 

A B C 

Par exemple, 1 et 2 observent le temps qu’il fait  

(beau ou mauvais, tous deux équiprobables) 

et 3 n’observe rien 



Un autre Exemple 

L R 

U 0,1,3 0,0,0 

D 1,1,1 0,0,0 

L R 

U 2,2,2 0,0,0 

D 2,2,0 2,2,2 

L R 

U 0,1,0 0,0,0 

D 1,1,0 1,0,3 

A B C 

S’il fait beau, 1 joue U et 2 joue R alors que s’il fait   

Mauvais, 1 joue D et 2 joue L; 3 joue B 



Un autre Exemple 

L R 

U 0,1,3 0,0,0 

D 1,1,1 0,0,0 

L R 

U 2,2,2 0,0,0 

D 2,2,0 2,2,2 

L R 

U 0,1,0 0,0,0 

D 1,1,0 1,0,3 

A B C 

S’il fait beau, 1 joue U et 2 joue R alors que s’il fait   

Mauvais, 1 joue D et 2 joue L; 3 joue B 



Un autre Exemple 

L R 

U 0,1,3 0,0,0 

D 1,1,1 0,0,0 

L R 

U 2,2,2 0,0,0 

D 2,2,0 2,2,2 

L R 

U 0,1,0 0,0,0 

D 1,1,0 1,0,3 

A B C 

Cette prescription de comportements est robuste  

à la déviation unilatérale (conditionnellement 

à l’information des joueurs) 



Un autre Exemple 

L R 

U 0,1,3 0,0,0 

D 1,1,1 0,0,0 

L R 

U 2,2,2 0,0,0 

D 2,2,0 2,2,2 

L R 

U 0,1,0 0,0,0 

D 1,1,0 1,0,3 

A B C 

Remarquez combien il est important pour cette  

Stabilité interne que 3 ne sache pas s’il fait beau 

ou mauvais. 



Un autre Exemple 

L R 

U 0,1,3 0,0,0 

D 1,1,1 0,0,0 

L R 

U 2,2,2 0,0,0 

D 2,2,0 2,2,2 

L R 

U 0,1,0 0,0,0 

D 1,1,0 1,0,3 

A B C 

Chacun gagne à ce qu’un individu soit ignorant  



Définition formelle de l’équilibre  
Corrélé 

• On doit définir un jeu « étendu » à des mécanismes de corrélation 
de stratégies. 

• Mécanisme de corrélation: un triplet {,{Hi,hi}iN,) où: 
•  est l’ensemble des réalisations possibles du mécanisme aléatoire 

(tirage d’une boule, temps qu’il fait, etc.) 
• {Hi} est une partition de  qui représente l’information dont 

dispose le joueur i sur la réalisation du mécanisme. 
• hi est une fonction de  dans {Hi} qui associe, à chaque réalisation 

possible    l’ensemble hi() des réalisations que i croit être 
survenues si  est effectivement survenu (hi vérifie évidemment  
 hi()).  

•  est une fonction de probabilité sur  
• Dans le dernier exemple,  = {beau, mauvais}, (beau)=(mauvais) 

= ½, H1= H2 ={{beau},{mauvais}} et H3 ={{beau,mauvais}}  



Définition formelle de l’équilibre  
Corrélé 

• Une stratégie (pure) « adaptée » à ce mécanisme de corrélation 
pour le joueur i est une fonction :   Ai qui vérifie () = (’) 
pour toutes réalisations  et ’ telles que , ’  hi().  

• Un équilibre de Nash relatif à un mécanisme de corrélation 
{,{Hi}iN,) est un équilibre de Nash dans les stratégies 
« adaptées » à ce mécanisme. En clair une combinaison de 
stratégies adaptées (*1,…,*n) est un équilibre de Nash si, pour 
tout joueur i et toute stratégie adaptée  pour ce joueur, on a: 
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Remarques sur l’équilibre Corrélé 

• Un équilibre de Nash classique (non corrélé) en stratégies 
pures ou mixtes est un équilibre corrélé. 

• Est-il plausible que des individus se coordonnent sur un 
mécanisme de corrélation ? 

 


