Jeux répéteés



Jeux répéteés

Les jeux étudiés jusqu’ici représentaient des interactions
isolées entre agents.

Les jeux sous formes extensive permettaient certes la
prise en compte d’une répétition de l'interaction (chaque
étape de cette répétition pouvant étre inséré dans un
arbre).

Mais méme le jeu sous forme extensive représente une
interaction qui, tout en étant complexe et dynamique, ne
se produit qu’une seule fois.

Qu’arrive t-il si I'interaction entre les joueurs se reproduit
plusieurs fois ?



Exemple: la course cycliste

Alberto

Lance
EPO NON
EPO (0,0) (2,-1)
NON (-1,2) (1,1)




Course cycliste

e Silacourse n’a lieu qu’une fois, nous avons vu que la
seule prédiction qui peut étre faite de I'issue du jeu est
qgue les deux joueurs prendront de I'EPO, malgré
I'inefficacité de ce comportement.

 Mais qu’arriverait-il si I'affrontement entre Alberto et
Lance se reproduisait un grand nombre de fois dans le
futur ?

 Ne pourrait-on pas voir émerger de la coopération dans
ce cas, a cause de |la peur d’étre puni demain du fait
d’'une non-coopération aujourd’hui ?



Répétition du jeu ?

La répétition d’un jeu a un coup est un nouveau jeu.

Typiquement, on suppose que les paiements que
recevront les joueurs demain seront « escomptés »
(impatience) au taux O.

Examinons ce qui se passerait si Alberto et Lance
répétait leur interaction.

On sait que le seul équilibre si I'interaction na lieu
gu’une fois est (epo,epo)

Qu’arrive t'il si I'interaction a lieu 2 fois ?
Voici la forme extensive correspondant a cette situation.



. EPQ, (0,0
/ (25,,- 5,)

EPO
A —
.2»( -01,20,)
EPO — (01, &)
EPO (2,-1)
EPO .\(2(1+51)
< 11+ 3,)
NON (2-5,,-1+25))

EPO EPO
\ <
NON

EPO (-1,2) N (2"'5 -1+9,)

/
EPQ

e, (-1+24,,2-0,)
'1(1"'51) 2(1+0,))
-+ (-1+0,,2+0,)

)»(1 1)

EPO_~»e—_, (1+25,,1-3,)
A< (1-5,,1+23,

N N (1+9,,1+0,)




EPQ, (0,0)
Placons nous cpo L
dans la A :“/;(25 - 0,)
2¢ période ‘2)—»( -0,,20;)
EPO — (01, &)
EPO (2,-1)
EPO .\,(2(1+51)
-1(1+ 0,))
NON <
£PO L (2-8,,-1+23,)

'(;” EPO, (1.2) N (2+5 -1+3,)
A 2N EPO , EPO o\_,/( 1+25,,2-3,)
\ < EPO _1(1+61) 2(1+62))

-+ (-1+0,,2+0,)

)»(1 1)

EPO_~»e—_, (1+25,,1-3,)
A< (1-5,,1+23,

N N (1+9,,1+0,)




Pour L, I'écart L EPS» (0.0) O,

de paiement A PO : N, (25,,53,)
entre EPO et N ‘ﬁlv (-61.20,) .5
Nestd Epo N (01, g2)
quoiqu’ait fait A | EPO.(2- 0,
et quelque soit A EPQ ’N\/V*(Z(Hézl%
le passé . -1(1+ 0,)
ol L GEPQ (2-3, -1+23,)

o—
A -@ L EPC.(12) N Zrurinds)
6 PO EPO,e— N, (-1+25,,2-5,)
\»< EPOA-1(1+5,).2(1+5,)
-+ (-1+0,,2+0,)

)»(1 1)

EPO_»@—_, (1+25,,1-3,)
A< (1-8,,1+23,

N N (1+9,,1+0,)




Pour L, I'écart EPO (0,0)

de paiement A »(251, 3,)
entre EPO et ‘2»( 0,,20,)

Nestd, Ep — (01, 0,)
guoigu’ait fait A Epo (2,-1)
et quelque soit EPQ o\*(2(1+51)
le passé . -1(1+ 0,))
L/ NON EPQ (25,1428

'%5’7 EPO,(-1,2) N (2+51’ 1+0)
A ON{ EPO , EPO <( 1+25,,2-5,)

i EPQ -1(1+9,),2(1+0,))
-+ (-1+0,,2+0,)

L EPO~(1.1)

EPO -\,(1+25 1-3)
< (1-8,,1+23,

(1+61,1+62)




E

. PO (0,0)
Il en va de méme L
EPO

0)'( 5 262)

EPO — (0, 0,)
EPO (2,-1)

EPQ .\,(2(1+51)
< 11+ 3,)
NON (2-5,,-1+25,)
1 EPO, (12) N (2+5 -1+3))
A '@‘ EPO EPO <( 1+28,,2-8,)
\»< EPOA-L(1+5),2(1+5)
—(-1+0,,2+0,)

)»(1 1)

EPQ_~®—_, (1+25,,1-3))
A< (1-5,,1+28,

N N (1+9,,1+0,)




EPQ, (0,0)

On observera EPO I;/'

donc EPO -EPO A — N, (25,.- 3))
comme choix (-01,20,)

de stratégies gpg ‘*/%:(6 3,)

dans tous les EPO (2,-1)
Sous-jeux de EPQ o\*(2(1+51)

la 2¢ période < A(1+ 3,))
L NON (2-0,,-1+20,)

EPQ, e— EPO (-1,2) N (2+51, 1+d,)

A '@; EPO EPO <( 1+25,,2-3,)

i EPQ -1(1+9,),2(1+0,))
-+ (-1+0,,2+0,)

L EPO~(1,1)

EPO O\,(1+26 1-0,)
< (1-5,,1+25,

(1+0,,1+9d,)




EPQ, (0,0)
On observera —— |;/'
donc EPO -EPO A ; ‘,(251, d,)
comme choix (-0,,20,)
de stratégies pq “/%: (3, 3)
dans tous les EPO (2,-1)
sous-jeux de EPQ c\*(2(1+51)

la 2© période < -1(1+ 5,))
L/ _NON (2-5,,-1+25,)

EPO, &= EPO, (.1,2) N (2+51, 1+d,)

A '@‘ EPO EPO <( 1+25,,2-5,)

i EPQ -1(1+9,),2(1+0,))
—+(-1+0,,2+0,)

L EPO~(1.1)

EPO O\,(1+26 1-0,)
< (1-5,,1+23,

(1+0,,1+9d,)




On observera EPO (0,0)

donc EPO -EPO A *,(251, d,)
comme choix <‘2,( -5,,25,)

de strategies p — (0, &,)
dans tous les EPO (2,-1)
sous-jeux de EPQ c\*(2(1+51)
la 2© période N -1(1+ 3,))
L/ _NON «EEQ (2:3,-1+25,

A '@; EPO EPO <( 1+23,,2-3,)

i EPQ -1(1+9,),2(1+0,))
—+(-1+0,,2+0,)

L EPO~(1.1)

EPO O\.,(1+26 1-0,)
< (1-5,,1+23,

(1+0,,1+9d,)




EPQ, (0,0)
On observera £P0 =

donc EPO -EPO /

comme choix
de stratégies EPO

dans tous les _
EPQ_, (2,-1)
sous-jeux de cpo. —
la 2¢ période _—
1 NON —
EPQ e ﬁO.(—l,Z)
A QN: EPO  EPO
< /
NON EPO~ (1,1

EPO
/



...etle / (0,0)
comportement /

des joueurs
sera le méme EPO

qgue sile jeu (2,-1)
n’avait eu lieu —
qu’une fois _—
1 NON —
EPQ, e— T
< /
NON R



Répétition du jeu n fois
Le méme raisonnement s’applique si le jeu est répété

un nombre quelconque (mais fini) de fois.

A la derniere fois, EPO est une stratégie strictement
dominante pour chaque joueur.

A 'avant derniere fois, on sait qu’'EPO-EPO sera observé
la derniere fois peu importe ce que l'on fera.

On joue donc a I'lavant derniere fois comme si c’était Ia
derniere fois; etc.

Prendre des EPO a chaque étape du jeu est 'unique
équilibre parfait en sous-jeu.



Commentaires sur les jeux répéetes
un nombre fini de fois

La répétition un nombre fini de fois du jeu d’Alberto et
Lance n’affecte pas I'équilibre parfait en sous jeu.

C’est |le cas de tous les jeux qui ont une structure dite
« du dilemme du prisonnier »

Ces jeux sont ceux qui admettent un équilibre en
stratégies dominantes qui n’est pas Pareto efficace.

Mais il est des jeux dont la répétition un nombre fini de
fois modifie les équilibres parfaits en sous jeu

En voici un exemple.



2 equilibres de Nash
en strategies pures

G C D
H (0,0) (3/,4\) (6,0)
/7~ N\
. M ((4,3) (0,0) (0,0)
B (0,6) (0,0) (5,5)




1 equilibre de Nash
en strategies mixtes

G C D
H (0,0) (3/,4\) (6,0)
/7~ N\
. M ((4,3) (0,0) (0,0)
B (0,6) (0,0) (5,5)




1 equilibre de Nash
en strategies mixtes

2
G 3/7 C 4/7 DO
H 3/7 (0,0) (3/,4\) (6,0)
/7~ N\
. M4/7  ((4,3) (0,0) (0,0)
B O (0,6) (0,0) (5,5)




1 equilibre de Nash
en strategies mixtes

gui donne aux joueurs les

paiements espeéres (12/7,12/7)

2
G 3/7 C 4/7 DO
H 3/7 (0,0) (3/,4\) (6,0)
/7~ N\
. M4/7  ((4,3) (0,0) (0,0)
B O (0,6) (0,0) (5,5)




Commentaires sur les jeux répéetes
un nombre fini de fois

 Aucune des distributions de paiements associée a
I"'un des trois équilibres de Nash n’est efficace.

e (5,5) est préférable pour les deux joueurs.

e Larépétition du jeu une seule fois pourrait
permettre aux deux joueurs d’atteindre (5,5) au
moins une fois si le taux d’escompte de chaque

joueur est au moins aussi grand que 7/9 (les joueurs
sont relativement patients).



Commentaires sur les jeux répéetes

un nombre fini de fois

Difficile ici de représenter graphiguement la forme extensive du
jeu répéte 2 fois.

Mais on peut se convaincre que la prescription de
comportements suivante est un équilibre parfait en sous jeu.

1¢re étape: (B,D)
2¢ étape: -(M,G) si (B,D) a été joué ala 1¢

-Le profil de stratégies mixtes

(3/7,4/7,0;3/7,4/7,0) autrement
Puisque (M,G) et (3/7,4/7,0;3/7,4/7,0) sont des équilibres de
Nash du jeu, personne n’a intérét a dévier de ces
comportements au sous-jeu de la 2¢ étape

Montrons qu’aucun des 2 joueurs n’a intérét a dévier de (B,D) a
la 1ere étape si le comportement décrit plus haut de la 2¢ étape
est anticipé.



Commentaires sur les jeux répéetes
un nombre fini de fois

e Paiement espéré de 1 avec B (si 2 joue D): 5 +
49,

e Paiement espéré de 1 avec M (si 2 joue
D):(12/7)0, (évidemment < 5 + 40,)

 Paiement espéré de 1 avec H (si 2 joue D): 6 +

(12/7)0,
e Or:6+(12/7)0,<5+40,sid,>7/16

 Donc 1 n’a pas intérét a dévier de B en 1¢r¢
période

e Verifiez qu’il en va de méme pour 2.



Commentaires sur les jeux répéetes
un nombre fini de fois

* La répétition de l'interaction une seule fois peut
donc parfois faire émerger, au moins pour une
période, de la coopération dans certains cas.

e \Voyons maintenant que la répétition de
I'interaction un nombre infini de fois peut faire
émerger cette coopération méme dans des jeux
aussi peu « coopeératifs » que les dilemmes du

prisonnier.



Répétition du jeu un nombre infini de
fois

e La répétition de l'interaction un nombre infini de
fois change radicalement les incitations des
joueurs

 Dans I'exemple d’Alberto et Lance, la combinaison
de stratégies suivante peut étre un équilibre
parfait en sous jeu (si les joueurs ne sont pas trop
impatients): « commence a ne pas prendre des
EPO et continue a ne pas en prendre tant que
I"adversaire n’en prend pas; si I'adversaire
commence a prendre de I'EPO, prends en jusqu’a
la fin des temps ».

* \Voyons pourquoi.



Répétition du jeu un nombre infini de
fois

e Le caractere infini du jeu ne permet évidemment
pas une représentation graphique.

e Siles joueurs se comportent comme indique, 2
types de sous-jeux doivent étre considérés.

 Un sous jeu ou personne ne dévie (personne ne
prend des EPO) (A)

e Un sous jeu ou un joueur prend des EPO a la
keme répétition du jeu et tout le monde prend
des EPO par la suite (B).

 Considérons chacun de ces sous-jeux.



Répétition du jeu un nombre infini

de fois
Le paiement escompté pour I avec la stratégie « ne prend pas
d’EPO » dans le sous-jeu A est: 1+0, + 02 +..+ O, +...

- ||m-|-_)ooAT= 1+6I + 6|2 +...+ 6|T

Puisque (1- §)Ar=1-0™ = Ar=(1-8"™')/(1-d) on a:
|im-|-_)ooA-|-= 1/(1'6|)

Le paiement escompté par | avec une prise d’EPO a la période t,
étant donnée la réaction future de I'adversaire est:

(1- &')/(1-9) + 20 < 1/(1-0,) si 0 > %
Dans le sous-jeu Adonc, | a intérét a ne pas prendre des EPO.

La menace de punition infinie dans le sous-jeu B est-elle
crédible ?



Répétition du jeu un nombre infini
de fois

e Quil Le paiement escompté pour | avec « prend pour
toujours des EPO » apres avoir observé une prise d’EPO a
la période t par I'adversaire est O (a la période t+1):

e Une non prise d’EPO a une période future quelconque
produirait un paiement négatif.

* La menace de punition infinie dans le sous jeu B est donc
crédible.



Répétition du jeu un nombre infini
de fois

La coopération peut donc émerger si le jeu est répété un nombre
infini de fois.

Mais il y a d’autres comportements qui peuvent étre parfaits en
sous jeu dans une répétition infinie du jeu.

La situation ou les deux joueurs prennent a chaque période des
EPO est également parfaite en sous jeu.

Théoreme «de la sagesse populaire » (Folk Theorem):
Pratiguement n’'importe quel comportement peut émerger dans
un jeu infiniment répété si les joueurs ne sont pas trop impatients.

La patience relative des joueurs est importante pour assurer la
coopération (O, > ).

La patience permet a la punition perpétuelle d’étre suffisamment
dissuasive!l



Jeux infiniment répéteés

Marchandage bilatéral entre un syndicat et un
employeur avec offres alternées (modele de
Rubinstein)

Si la négociation échoue, personne n’a rien; si un
accord est obtenu, il est mis en ceuvre

Escompte des paiements a un taux 0 ((i=1,2,0; €
[0,1] un accord maintenant est mieux qu’un accord
demain)

Syndicat propose un partage x € [0,1], 'employeur
accepte ou rejette. Si rejet, employeur propose
partage, etc.



Forme extensive

accepte  (x, 1-x,) (3,1, 0 ,(1-y,))
1y1 ¥ 2 1

employeur W
- Yi,1-y; > &<

Z,,1-z,
syndicat ~ e

syndicat

....
....
L J

I
...
vy
.

accepte (X 1-X.)

(8 1Y3 0 2(1-y3))
employeur accepte
Y3 1-y3

Syndlcat 23,1_2? ---------------




Jeu doublement infini

Infinité (continuum) de stratégies a chaque
période

Infinité possible de périodes (si on négocie
pour toujours)

Si un accord x,,1-x, est obtenu en période t, les

joueurs 1 et 2 recoivent 0 ¢, x, et 0 %,(1-
Xx,)respectivement

Grand nombre d’équilibres de Nash



Exemple d’équilibre de Nash

e Le syndicat propose 1,0 en premiere période et refuse
toute contre-offre future

e Sachant que le syndicat refusera toute offre future,
I'employeur préfere (faiblement) accepter I'offre plutot
que de refuser et faire une contre offre (préférence est
stricte si le partage initial est 1- ¢, €, pour € >0 aussi
petit qu’on le souhaite)

e Cet équilibre n’est pas parfait en sous-jeux car la
menace du syndicat de refuser toute contre-offre
future n’est pas crédible



Un équilibre parfait en sous-jeux

* le joueur i demande toujours une part (1- 0 )/(1- 0,0 )
lorsque c’est son tour de faire une offre et accepte toujours
toute part égale ou supérieure a 0 (1- 0 )/(1-0,0 )

* Remarquons en effet que la demande (1- 0 )/(1- 0,0 ) =

* 1-0,1-0,)/(1- 0,0 deest la plus grande demande qu'il
peut faire sous contrainte d’acceptation dej (sij se
comporte également suivant cette regle).



Cette combinaison de stratégies est un
équilibre parfait en sous-jeux car:

Etant donné ce que fait |,
| N’a pas intérét a demander plus
(et a essuyer un refus) car, s’il essuie ce refus,
Il aura au prochain tour I'offre que lui fera |

5(1-(1-8)/(1-8,5) =35 5,45 )/(1- 8.3 )
=32(1-3)/(1- 5, 8)
<(1-8)/(1-5,8)



Le syndicat offre donc:

* (1-0,)/(1-0,0,),0,(1-0,)/(1-0,0,)
e et ce,des la premiere période

e plus le facteur d’escompte est grand (plus le
joueur est patient), meilleure est sa part

e Avantage au premier joueur (si facteurs
d’escompte identiques) car

o(1- B)/(1- 82) > 5(1- 8)/(1- 5 2)



Intuition de ce beau résultat

Vient d’une version finie du modele.

Imaginons qu’on borne I’horizon de la négociation a T et que 2 soit le
dernier joueur a faire 'offre.

Le joueur 2 peut faire n'importe quelle offre qui sera acceptée.

Le joueur 2 obtientdonc1aT

a T-1, le joueur 1 sait que le joueur 2 aura 1 a T. Il sait donc que 2 acceptera
maintenant une offre au moins aussi grande que £,de sorte que 1
proposera le partage (1- 0,, 0,) a 2 qui I'acceptera

A la période T-2, 2 propose 0 ,(1-9,), 1- 0 ,(1-0,)
=0,(1-0,),1-0,+0,0,

A la période T-3, 1 propose : 1- ,(1-6,+#0,0,),0,(1-6,+#0,0,)
=(1-0,+0,0,+0,02,,0,-0,0,+0,07%)

etc.



Théoreme de sagesse populaire

Appelé ainsi parce qu’il a été longtemps conjecturé et affirmé,
avant d’étre démontré rigoureusement.

Il affirme que dans les jeux finis sous forme normale infiniment
répétés, toutes les distributions de paiement qui donnent a
chaque joueur strictement plus que son « utilité de réserve »
peuvent étre obtenues comme un équilibre parfait en sous jeu du
jeu répéte si le taux d’escompte des joueurs est proche de 1.

La lecon de ce théoreme est donc que pratiquement n'importe
quel comportement peut émerger de la répétition infinie de
I"interaction décrite par un jeu sous forme normale finie.

Voyons de plus pres ce théoreme.



Utilité de réserve

 On appelle utilité de réserve d’un joueur dans un jeu sous forme
normale le paiement espéré minimal que le joueur peut se garantir
dans ce jeu.

* Cette utilité de réserve U", du joueur | dans un jeu sous forme
normale avec stratégies mixtes (N{SHP;}"._,) est définie par:

On appelle également parfois 'utilité de réserve
I'utilité du Min-Max.



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)
B (0,1) [(0,1)

soit p, la probabilité avec laquelle 2 joue G



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)

B (0,1) |(0,1)

Les paiements espéres du joueur 1 sont:



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)

B (0,1) |(0,1)

Les paiements espéres du joueur 1 sont:
B:0

M: p-2(1-p) = 3p-2

H:-2p+(1-p)=-3p+1



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)

B (0,1) |(0,1)

Les paiements espéres du joueur 1 sont:
B:0 3p-2 =-3p+1

M: p-2(1-p) = 3p-2 o
H:-2p+(1-p)=-3p+1 p=1/2



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)

B (0,1) |(0,1)

Les paiements espéres du joueur 1 sont:
B:0

M: -1/2 min-max = 0
H:-1/2



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)

B (0,1) |(0,1)

Calculons maintenant l'utilité de réserve du joueur 2:



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)

B (0,1) |(0,1)

Calculons maintenant l'utilité de réserve du joueur 2:

Soient P, et P,, les probabilites avec lesquelles
le joueur 1 choisira H et M respectivement.



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)

B (0,1) |(0,1)

Les paiements espéreés du joueur 2 sont:



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)

B (0,1) |(0,1)

Les paiements espéreés du joueur 2 sont:
Ces paiements sont égauxsi Py =Py,=P



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)

B (0,1) |(0,1)

Les paiements espéreés du joueur 2 sont:

Dans lequel cas les paiements seront
chacun egauxa 1-2 P



Utilité de réserve

e C(Calculons les utilités de réserve des joueurs dans le jeu suivant:

G D
H (-2,2) |[(1,-2)

M (1,-2) |((-2,2)

B (0,1) |(0,1)

Les paiements espéreés du joueur 2 sont:

La valeur minimale de ces paiements est
atteinte pour P =%z (dans lequel cas elle est
nulle)



Théoreme de la sagesse populaire

e Théoreme: Pour chaque configuration de paiements individuels
telle que le paiement de chaque joueur est strictement plus
élevé que son utilité de réserve, il existe une liste de taux
d’escompte 9,,...,0, strictement inférieurs a 1 pour lesquels il
existe un équilibre parfait en sous-jeu qui donne a chaque
joueur ce paiement a chaque étape du jeu infiniment répété.

e Intuition: Quelque soit la configuration de paiements supérieurs
strictement au min-max, on peut convaincre le joueur d’adopter
un comportement y conduisant en le menacant de le « min-
maxer » pour toujours s’il dévie. La menace est crédible, et si le
joueur est patient, cette menace est dissuasive.



Interprétation du théoreme

e || est difficile de prévoir I'issue d’'une
répétition infinie d’un jeu.

e Ce résultat est robuste a plusieurs
changements (en particulier changement de
I"identité des joueurs)



